EKSTREMUMI FUNKCIJA VISE PROMENLJIVIH (Ideo)

Kod ovakvih zadataka najcesce se zadaje funkcija f(x, ).

Prvi posao nam je da nademo parcijalne izvode g 1 g
ox oy
Zatim reSavamo sistem jednacina g =0 1 g =0.
ox oy

ReSenja ovog sistema ( moze da bude jedno, ali 1 viSe njih) nam daju stacionarne tacke (x,,y,), (x,,»,), ...itd.

2 2 2
Dalje trazimo: A= of B of C = of

Oformimo D=A4-C-B’

Za svaku stacionarnu tacku radimo isto:

Najpre vrednosti stacionarne tacke zamenimo u D. Dobijena vrednost mora da je veca od nule , ako se desi
da nije , onda ta tacka nije tacka ekstremuma.

Dalje ispitujemo da li je maksimum ili minimum:

i) Ako je i A<0 (C<0) ondaje stacionarna tacka maksimum

ii) Ako je i A>0 (C>0) onda je stacionarna tacka minimum

i) Akoje D=0 slucajje neodreden

v) Akoje D<0 nema ekstremuma

Ako se desi da je D =0, to jest da je slucaj neodreden, onda moramo i¢i na Siru definiciju ekstremuma, to jest

trazimo diferencijal drugog reda d” f i

a) Akoje d’f >0 funkcija ima minimum

b) Akoje d’f <0 funkcijaima maksimum



primer 1.

Naéi ekstremume funkcije z=x’+8)’ —6xy+5

ReSenje:

Najpre trazimo prve parcijalne izvode:

z=x" +8y’ —6xy+5

Oz
—=3x*-6
Ox Y
%=24y2—6x
Oy

. . . .. 0z .
Oformimo sistem jedna¢ina —=0 1

3x* -6y =0..../:3
24y* —6x=0...../ 16

2
X

x2—2y:O—>y:? zamenimo u 4y’ —x=0

4y* —x=0
.

2
4(%)2—x=0—>\4\\4\ x=0>x' —x=0—x(x-1)=0

x=0vx=1
2

Za sz—)yz%—)yzO—) M,(0,0)

x? 1 1
Za x=1->y=—>y=—->M/(1,—-
y="y=3 i 2)

Dobili smo dve stacionarne tacke : M ,(0,0) 1 M, (1,%) .

2 2 2
o’z B o0z C:Q ipravimo D=A4-C-B’

Dalje trazimo ~ 4=—, = , >
ox Ox0y oy



aZ 2
—=3x"-6
Ox Y
%224)/2—6)6
Y 2 D=A4-C-B*
4=22_0 30 _6y)=6x pa je: D = (6x)(48y) — (~6)*

ox? & | |
2 D =288xy—-36
~ 92 _ 9 24y’ —6x)=—6

ox0y  Ox

2
:a—fzi(z4y2—6x)=48y

ay- oy

Uzimamo prvu stacionarnu tacku i ispitujemo:

M,(0,0)
D =288xy—36 — D(0,0)=288-0-0—36=-36 — D(0,0) < 0

Dakle, pokazali smo da ova tacka nije ekstrem!

Ispitujemo drugu stacionarnu tacku:

1
M1 (155)

D=288xy—36—>D(l,%):288-1%—36:144—36:108%D(l,%) >0

Ova tacka jeste ekstrem, jos da ispitamo da li je max ili min.
1 1
A=6x—> A(I’E) =6-1=6—> A(I’E) >0

Zakljuc¢ujemo da je ova tacka minimum!

Vratimo ovu vrednost u pocetnu funkciju da izraCunamo tu minimalnu vrednost:
3 3

z=x +8y —6xy+5

| 1
z (L,=)=1+8(=) =6-1-(=)+5=1+1-3+5=4
min 2) (2) (2)

1
Z . 1’— :4
mm( 2)




Ispitati ekstremume funkcije: z=xy—x>—y+6x+3

ReSenje:

Z=Xyy =X —y+6x+3
@z\/}—zxw

ox

0z X

» 2y

1

Jy=2x+6=0
X

2y

~1=0

X

2y
Jy-22Jy+6=0
3y +6=0-y=2-[y=4
x=2\/;—>x=2-\/1—>

M (4,4)| je stacionarna tacka ( jedina)

Iz —1:0—>x:2\/; pa ovo zamenimo u \/;—2x+6=0

2 2 2
Dalje trazimo A:a—f, B:az, C:a—f i oformimo D=A4-C-B’
ox OxOy oy
%:\/;—2x+6
ox
e x
oy 2\/;
o’z 0
A= C([y-2x+6)=-2
ox’ 8x(\/; )
oz 0 «x 1
B: = — —1:
oxdy ax(zﬁ ) 2y
o’z 0 «x o x - X

== ——1 =
o' oy 2\/; )

—(Ey2-1)=-
oy 2 4y\/;



D=A4-C-B*

Yy
ayfy’ 2y
x 1
23y 4y

Paje: D=(2)(—

D=

Vrednost stacionarne tacke M (4,4) zamenimou D :

X 1
D= ——
25y 4y
D(4,4):L_L:l_izi
2.4J4 44 4 16 16
3
D(4,4)=—>0
(4,4) v

ZakljuCujemo da je nasa tacka M (4,4) ekstrem, zamenimo je u 4 da odredimo da li je max ili min.
Kako je A =-2 nemamo §ta da zamenjujemo , ve¢ odmah zaklju¢ujemo A =-2 <0, tacka M (4,4) je maksimum!

Vratimo se u pocetnu funkciju da nademo tu maksimalnu vrednost:

Z=Xyy =X —y+6x+3
2(4,4) =44 -4 —4+46-4+3

Ispitati ekstremume funkcije: z=3 ln% +2Iny+In(12-x-y)

ReSenje:

z:3ln§+2lny+ln(12—x—y)

0z 11 1 oz 3 1

—=3——t— ()| ==

ox X 6 12-x-y ox x 12—-x-y
6

2,1, 0 JE2 T

oy y 12—-x-y o y 12—-x-y




Izjednac¢imo prve parcijalne izvode sa nulom i reSavamo sistem jednacina:

3 1 B
;_12—x—y -

2 1 B

y 12-x-y
é=;—>4x+3y:36
x 12-x-y
2=;—>2x+3y:24
y 12-x-y

4x+3y =36

2x+3y =24

x=6

y=4

Dobili smo stacionarnu tacku.

TraZimo A:a—zf, B= azz, C:if i oformimo D=A4-C-B’
ox OxOy oy
0z 3 1
a_;_m—x—y
0z 2 1
» y 12-x-y
0z 3 1
Cad X (12-x-y)
B 0’z B 1
Ty (12—x—y)
P2

Cat y (12-x—y)

D=A4-C-B
3 1 2 1 1
D=y ) (e - ;
x> (12—-x-y) v (12-x-y) (12—-x-y)

Zamenimo vrednost stacionarne tacke u D da vidimo da li je pna potencijalni ekstrem:



M4 >D=(->-— L 52 1 I

(12-x—y) Y (2-x-yp)  (12-x-p)
3 1 2 1 1
PO =G e a) e Tase-a) 12-6-4)

D(6,4):%>0

Sad menjamo u 4 da odredimo da li je max ili min:

Nasa tacka M(6,4) je dakle maksimum!

Vrednost funkcije u njoj je:

z:3ln§+2lny+ln(12—x—y)

2(6,4)=3lng+21n4+ln(12—6—4)

2(6,4)=3In1+2In2* +In2=3-0+2-2In2+In2

2(6,4)=5In2



Ako imamo funkciju u =u(x, y,z) postupak je slican , ali imamo malo vise posla....
Najpre trazimo:

ou Ou ou .. . . . . «
_u’_u’_u 1i1zjednacavamo sa 0 da bi nasli stacionarne tacke.
ox Oy Oz
Dalje trazimo:
o’u
ox?’

B o’u
oxoz’

2
p=du .C
Ox0y

0u o0u B 0u

A= - E= JF=—
oy 0yoz 0z

Za svaku stacionarnu tacku radimo posebno:

Oformimo matricu:

0u o* 0* 0* 0u

u u u
A=§(XO’J’0,ZO)’B=%(Xoayoazo),c=@(XO’J’0,ZO)’D=§(XO’J’0,ZO)’E=%(Xoyyoazo),F=
0u o*u 0’u
y(xo,yo,zo) %(XOJO,ZO) @(xo,yo,zo)
A B C
0u 0u 0u
B D E|= %(xo,yo,zo) ﬁ(xo,yo,zo) %(XO’J’O’%)
« EBr ou 0*u ou
@(xo’yo’zo) %(xo’yo’zo) g(xo’yo’zo)

2
u
g(xoayoazo)

Tacka (x,,,,2,) je lokalni minimum funkcije ako je d”u > 0 ili ako tako neée, preko matrice mora da vazi:

A B C
A B
A>0, det >0,det|/ B D E |>0
B D
C E F

Tacka (x,,¥,,z,) je lokalni maksimum funkcije ako je d’u <0 ili ako tako neée, preko matrice mora da vazi:

A B C
A B
A<0, det >0,det{ B D FE |<0
B D
C E F



2 2

2
Ispitati ekstremume funkcije u=x +ij— +Z— +—, x>0,y>0,z>0
xX y z
ReSenje:

Trazimo prve parcijalne izvode:

ox 4 X 4x°

2
a_uzi 2 +Zz' __2 —l_z_z
oy 4x y 2x y
L FER)
oz |y z

Sad ih izjedna¢avamo sa nulom da bi nasli stacionarne tacke, al vodimo racunadaje x>0,y >0,z>0.

2
Y 2 2 .

l-——=0—>y =4x" > y=12x —> |y =2x| jer x,y >0 po zadatku
S5=0- y [y =2x] jer x.y>0p

2

y 3 2
———=0—>y =2xz
2x Y’ Y

2z 2
———2:0—))/:23

y oz

y =2x zamenimo uy’ = 2xz’
(2x)’ =2x2° - 8x* —2xz> =0 > 2x(4x" — ) =0 > 4x” 2> =0 >

. . 1
Odavde je dakle y =z — zamenimouy =z —> y=z=1->x=—

Dobili smo stacionarnu tacku (%,1,1)

Sad trazimo druge parcijalne izvode:

PrepiSemo najpre prve parcijalne izvode, da bi nam bilo lakse za rad:



ou ¥’ ou |y z ou |2z 2

Ox 4x° oy [2x y’ oz |y z

4
3

z

F——zzz‘f‘
0z" y

Sad vrednosti stacionarne tacke (5 W1, 1} zamenjujemo u druge parcijalne izvode:

=2t A= [4-1
ox>  2x° 1
2.=
8
2
R SN SRR SN )
Ox0y 2x 2.1
4
2
c=2" _o5]c=0
0x0z
2 2
=a—”2‘=i+2i3—>0=1+2=3—> D=3
oy 2x y
2
Fe o’u :_2_§_> -
0z0y y
2
F:%:%+i3—>F:2+4:6—>
z" Yy oz

Da se podsetimo:

Tacka (x,,,,2,) je lokalni minimum funkcije ako je d”u > 0 ili ako tako neée, preko matrice mora da vazi:

A B C
A B
A>0, det >0,det| B D E |>0
B D
C E F

10



Da sve lepo proverimo:

A=4>0

A B C 4 -2 0
3 2 -2
detf B D E|=|-2 3 -2/=4. +2-
-2 6 0
C £ F 0 -2 6

Zakljucujemo da je tacka (%,I,IJ lokalni minimum.
Jos da nadjemo vrednost funkcije u toj tacki:

2 2

u=x+y—+—+g, x>0,y>0,z>0
4x y =z

2 2
u(l,l,lj:l+1—+1—+g:l+l+1+2:4
2 2 111 2 2

-2
6‘:4-14+2-(—12):56—24=32>0
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